
 المحاضرة الثالثة

 الثالثالفصل 

 الاحتمالیة ذات الصلةالتوّزعات 

Probability Distribution 

 :المفاهیم والمبادئ الأساسیة لعلم الاحتمال وخصائصه 1.3 )

 : الظواهر العشوائیة ونظریة الاحتمالات:1.1.3

یمكن أن نعدّ كل ما  إذإن علم الاحتمال هو علم دراسة الظواهر العشوائیة ، 
یحیط بحیاتنا الیومیة ظواهر عشوائیة، لأننا لا نتوقع ماذا سیحدث لنا أو معنا في 
لحظة معینة من كل یوم آت . فالظاهرة العشوائیة تعرّف أنها ظاهرة اعتیادیة 
تتمیزّ بخاصة كون مشاهدتها المسجلة عند ظروف معیّنة لا تؤدي دائماً إلى 

ا، ولكنها بطریقة ما تؤدي إلى انتظام إحصائي معین ، أي نتیجة المشاهدة نفسه
إن  إذنعني بوجود أعداد من الصفر إلى الواحد، تمثل التكرار النسبي للمشاهدات، 

سیقترب كما سنرى  ةهذا التكرار النسبي لمشاهدة حدوث حادثة معینة في الظاهر 
 من احتمال وقوع هذه الحادثة.

وتحلیلیاً في جمیع مجالات  ظواهر العشوائیة فكریاً وعلم الاحتمال هو علم دراسة ال
ظهورها. والحساب الاحتمالي هو النظریة التي تشكل النموذج الریاضي للظواهر 
التي تتصف بالانتظام الإحصائي. وهناك العدید من الأمثلة على الظواهر 
 العشوائیة مثل ظاهرة حوادث  السیر وظاهرة سقوط المطر وظاهرة توارد مكالمات
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هاتفیة لمركز هاتفي وظاهرة تعطل الأجهزة وظاهرة حركة الموانئ والمطارات و 
تقلبات الأسعار ونمو النباتات...إلخ. و یكون الهدف من نظریة الاحتمالات هو 

 بناء مسألة ریاضیة تصف وتحلل هذه الظواهر ومشاهدتها.

جبر و  –لتجربة : االآتیةإن علم الاحتمال یرتكز على المفاهیم الأساسیة الثلاثة 
 حساب الاحتمال.و  -الحوادث

 والتجربة العشوائیة:: التجربة 2.1.3
نواجه في معظم میادین النشاط العلمي والحیاة الیومیة تجارب ومشاهدات وظواهر 
یمكن أن تتكرر عدداً كبیراً من المرات تحت ظروف مشابهة ، وفي كل مرة نهتم  

یمكن أن تكون كمیة ، فنسجل نتیجة كل بنتائج هذه التجارب والمشاهدات والتي 
مشاهدة على شكل عدد. أو قد تأخذ شكلاً كیفیاً ( وصفیاً) فنسجل صفة معینة 
كأن نلحظ مثلاً لوناً أو نسجل وقوع أو عدم وقوع حادثة أو ظاهرة معینة متصلة 

 بالتجربة.

 وتعرّف التجربة بأنها كل عملیة تؤدي إلى ملاحظة "مشاهدة" أو قیاس.

م علم الاحتمال بالتجارب العشوائیة ، حیث تعرّف التجربة العشوائیة بأنها ویهت
تجربة تتحكم في مشاهداتها المصادفة والتخمین . وهناك أمثلة على التجارب 

 العشوائیة منها:

 إلقاء قطع من النقود أو أحجار النرد وملاحظة النتائج الحاصلة. -

 اختیار عنصر من مجموعة العناصر. -

 الحرارة في مكان وزمان معّین عدة مرات.قیاس درجة  -

 مراقبة تقلبات الأسعار ومشاهدة تواترات أسعار مادة معینة. -
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 توزیع مجموعة من الكرات على مجموعة من الصنادیق. -

 ورقة). 52سحب ورقة أو عدة أوراق من ورق اللعب ( -

 تواترات المكالمات الهاتفیة في ساعة معینة في مركز هاتفي. -

، لوزن لمجموعة من الأشخاص لهم العمر نفسه والجنس نفسه قیاس الطول وا -
یمثل الطول و  Xإذ ) Y  ،Xنجد هنا الملاحظات على شكل زوج مرتب ( إذ
Y .یمثل الوزن 

أخذ عینة من الإنتاج الیومي لمصنع من الألمنیوم وقیاس القساوة والمقاومة  -
(         ثلاثیاتالنتائج ستكون على شكل ونسبة الكربون في كل قطعة فعندئذٍ 

 ,  ZY , X (   .على الترتیب 

متابعة جنس المولود حدیثاً في منطقة معینة فسنحصل على نتیجة وصفیة  -
) 0) إذا كان ذكراً والرقم (1وهنا یمكن أن نعطي النتیجة الرقم (، ذكر أو أنثى 

 إذا كان المولود أنثى.

من النتائج الممكنة حظ أن لكل تجربة مجموعة ومن خلال الأمثلة السابقة نل -
سنرمز لمجموعة  إذالتي تحددها طبیعة الدراسة التي تستهدفها التجربة ، 

ندعوها بفضاء العینة وكل نتیجة ممكنة للتجربة سندعوها بنقطة  Ωالنتائج بـ 
وندعوها بعدة   �Ω�العینة ولعدد النتائج (عدد نقاط العینة في فضاء العینة) بـ 

 . Ωفضاء العینة  
تمثل  Ωإذا كانت  ادث بأنه مجموعة جزئیة من فضاء العینةونعرف الح -

. ونسمي الحادث الذي یحوي نقطة واحدة من نقاط العینة مجموعة منتهیة
 الحادث الابتدائي.
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 :  �𝜴𝜴�وعدتّه  Ω: النماذج الأساسیة في تحدید فضاء العینة 3.1.3

 بالحساب المباشر:  :1.3.1.3
 ن فضاء العینة و واحدة یكمثال تجربة إلقاء حجر النرد مرة  -

{1,2,3,4,5, 6} =Ω    6و    =�Ω� 

,B}للأنثى فإن   Gللذكر و    Bمثال ولادة طفل: فإذا رمزنا بـ  G} =Ω   2 و   =
�Ω� 

,T}للصورة فإن   Hللكتابة و Tمثال إلقاء قطعة نقد :فإذا رمزنا بـ  H} =Ω 2 و 
=�𝛀𝛀� 

 : باعتماد طرائق العد:2.3.1.3

  mإذا أمكن استكمال مرحلة أولى من عمل معین  بـ  :  m X nقاعدة  الـ   -1
طریقة،   n، ومن أجل كل من هذه الطرائق أمكن لمرحلة ثانیة أن تتم بـ طریقة

طریقة و    m X nفالعدد الكلي للأشكال المختلفة لاستكمال العمل بمرحلتین هو 
 یدعى ذلك أیضاً بالمبدأ الأساسي للعد.

یمكن لشخص یعمل في بلد معین أن یصل لأقاربه براً و جواً وبحراً  ):1.3مثال (
كمل سفره لأهله براً أو جواً . عندئذ  یمكن لهذا الشخص أن یومن بعد یمكن أن 

 یصل لأهله بعدد من الطرق المختلفة یساوي:
X 2 = 6  3      =m X n   =�Ω� 

وذلك من أجل عمل ، یمكن تصمیم هذه القاعدة m X n :  تعمیم قاعدة الـ   -2
من المراحل المتتالیة، حیث نفرض أنه یمكن إتمام المرحلة الأولى بـ   Kیتضمن
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𝑛1   طریقة و المرحلة الثانیة𝑛2   طریقة ، .........، والمرحلة الـK  بـ𝑛k  
 طریقة ، فیكون عدد الطرائق المختلفة لإتمام العمل بجمیع مراحله هو :

 𝑛1 ×  𝑛2 × … … . . 𝑛𝑘   =�Ω� 

وذلك حسب ، بكم طریقة یمكن تصنیف مجموعة من الأشخاص  ):2.3مثال (
) وحسب جنسهم وعدده 20) و حسب مهنهم وعددها (3حالتهم المدنیة وعددها (

 ) .6) وحسب مؤهلهم العلمي وعدده (8) وحسب مكان إقامتهم وعدده (2(

 إن عدد الطرائق المختلفة لتصنیف مجموعة هذه الأشخاص یكون: الحل:

�Ω� = 3 × 20 × 2 × 8 × 6 = 5760  

وكررنا ،   Nوعدتها  𝛺𝛺1 إذا كان لدینا تجربة مجموعة نتائجهاحالة خاصة:  -3
مرة وبشكل مستقل في كل مرة عن المرات الأخرى. عندئذ عدّة   nهذه  التجربة 

 فضاء العینة الناتج یكون:

�Ω� =  �Ω1� n =  𝑁𝑛  

 ثلاثة أطفال.تجربة دراسة توزع الذكور لدى أسرة تملك ):  3.3مثال (

�Ω�لدینا هنا :  =  23  =  وفضاء العینة یكون: 8

Ω = {BBB, BBG, BGB, GBB, GGB, GBG, BGG, GGG}  

ة ثنائیة (لها ناتجان فقط) وكررنا وبشكل مستقل هذه ربفي حالة تج ملاحظة:
�Ω�فضاء العینة لكل النتائج الممكنة عندئذ:   Ωمرة وبفرض   nالتجربة  =  2𝑛   
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من العناصر المتمایزة مجموعة غیر خالیة   Aإذا كانت العینات المرتبة :   -4
,X1  فإن كل عنصر (  ∗r ∈ I𝑁 وكان X2, … … , Xr  من (Ar  یدعى في

 مأخوذة من المجموعة   rمفهوم علم الاحتمال والاحصاء بعینة مرتبة من الحجم 
A   ویكون عدد العینات المرتبة هذه یساوي : 
|A|في حالة  - = n  والسحبr   مرة متتالیة مع الإعادة  (أي یعاد العنصر

 الذي یتم سحبه):
�Ω� =   |𝐴|𝑟   = 𝑛𝑟  

|A|في حالة  = n  والسحبr  ) مرة متتالیة r≤n  بدون إعادة ( أي یحتفظ (
 بالعنصر الذي یتم سحبه):

�Ω� = n(n-1) (n-2)……… (n-r+2) (n-r+1)= 𝑛!
(𝑛−𝑟)!

 = 𝑃𝑟
𝑛 

 حیث :  Aمأخوذاً من   rوندعوه نسقاً من الحجم  ،  والعناصر هنا تكون مختلفة

r≤|A|  و�Ω�  أعلاه یكون عدد الأنساق من الحجم r  والممكن تشكیلها منA. 

 nنفرض أنه لدینا إذمن الأشیاء المتمایزة (متبادلة).  rترتیب  یدعىالمتبادلات:  •

فعندئذ  ) تم ترتیبها في متبادلةr≤nشیئاً منها (  r شيء متمایز ونرید اختیار 
 یكون عدد الطرائق المختلفة للقیام بهذا الترتیب هو :

𝑃𝑟
𝑛 = n(n-1) (n-2)……… (n-r+2) (n-r+1)= 𝑛!

(𝑛−𝑟)!
             , (r≤n ) 

أي نرید ترتیب عناصر المجموعة بأكملها فإن عدد الطرائق  r=n   وعندما یكون 
𝑃𝑟 نجاز ذلك:المختلفة لإ

𝑛 = n(n-1) (n-2)………3.2.1= 𝑛! . 

 صندوق؟  nكرة على   nبكم طریقة یمكن أن نوزع   ): 4.3مثال ( 
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 الحل: 
=𝑛𝑛 �Ω� 

 ): 5.3مثال(
 لدینا مرجع مؤلف من ستة أجزاء نرید ترتیبه على أحد رفوف مكتبة لدینا.

 ولكن لا یتوفر لنا سوى أربعة أماكن. فبكم طریقة مختلفة یمكننا شغل هذه الأماكن
 الستة؟ ءبأربعة أجزاء نختارها من الأجزا.  ةالأربعة المتوفر 

 :لحلا
إن عدد الطرائق المختلفة لشغل الأماكن الأربعة هو عدد متبادلات لستة أشیاء 

𝑃4مأخوذ أربعة منها في وقت واحد أي 
 ومنه : 6

𝑃4
6 =  6!

(6−4)!
=  6𝑋5𝑋4𝑋3𝑋2!

2!
= 360  

ترتیب العناصر في في العد تقتضي ألا نأخذ قف إن العدید من الموا  المتوافقات: •
وأردنا   nعدتها من العناصر المتمایزة   Aمجموعة  االأنساق . فإذا كان لدین

) ، فنقول عندئذ إن ذلك r≤nعنصراً (  r اختیار مجموعة جزئیة مؤلفة من 
𝐶𝑟ونرمز لها بـ    A مأخوذة من   rیدعى بمتوافقة حجمها 

𝑛  أو�n
r�  فمن أجل .

r ≠  (التي عدتها   A والمأخوذة من   r یكون عدد المتوافقات من الحجم   0

n:( 

𝐶𝑟
𝑛 = �n

r� =  𝑛!
𝑟!(𝑛−𝑟)!

  

 ملاحظات : 

!0. اصطلاحاً نضع : 1  = !1، كما یكون   1  = 1 

n�. بسهولة نجد :  2
0� = 1; �n

n� = 1  
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�n
1� = 𝑛 ;  � n

n−1� = n  

 ):6.3مثال (
 كتب لترتیبها على رف یكون: 7إن عدد طرائق اختیار ثلاثة كتب من 

 
Cr

n = C3
7 = 7!

3!(7−3)!
= 7X6X5X4!

(3X2)(4!)
 = 35 

أي في هذا المثال یهمنا الكتب التي تم اختیارها ولا تهمنا طریقة الترتیب على 
 .الرف

   nكرة (متمایزة أو غیر متمایزة) على   rنموذج أساسي مع مثال: توزیع  •
 صندوقاً:

 صندوقاً یعطى بـ :  n كرة متمایزة على   r إن توزیع 
�Ω� = nr = n Xn … … . Xn  

، العدید من التجارب صندوقاً  nكرة متمایزة على  rتوزیع  جیعود لنموذ ملاحظة:
على   rوعة من الأشخاص عددها مالعشوائیة ومنها مثلاً: توزیع أیام المیلاد لمج

 .n=365 أیام السنة 
 . n=7على أیام الأسبوع   rدراسة توزیع مجموعة من حوادث السیر  -
 وفقاً للعمر والمهنة والجنس .  rتصنیف مجموعة من الأشخاص  -

 توزیع حبیبات الضوء على خلایا الشبكیة. -

 توزیع الأخطاء المطبعیة على صفحات كتاب معین .... إلخ. -

كرة غیر  rفإن عدد الطرق المختلفة لتوزیع  غیر متمایزة في حالة كون الكرات 
�Ω�    :الآتیةیعطى بالعلاقة صندوقاً  nعلى متمایزة  = �n+r−1

r � 
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 الجبر والجبر التام وبعض الخواص: 4.1.3

 Ωصفاً غیر خال من أجزاء  Fوكان ، مجموعة مفروضة   Ω:إذا كانت تعریف 
𝐹أي  ⊆ 𝑃(Ω)  نقول عنF   إنه جبر علىΩ  الآتیةإذا تحققت الشروط: 

𝐹  ⇒   A⋃B ∊ 𝐹 ∊A, B  3);       𝐹 ⇒ Á ∈ 𝐹 A ∊ 2) ;     𝐹 Ω ∊ 1) 

الشرط التالي ( مغلق بالنسبة للاتحاد  Fوحقق  Ωجبراً على  Fإذا كان  تعریف: 
 المعدود):

𝐴1, 𝐴2, … … . , 𝐴n, … . . ∊ 𝐹  ⇒    ⋃ Ai i≥1  ∊  𝐹  

 Ωجبر على  -σأو  تاماً  یشكل جبراً  Fعندئذ نقول إن 

 نتائج :

 فإن : Ωجبراً على   F) إذا كان 1

1  .   F  ∈  Ø . 

2    .A\B ∈ F               A, B ∈ F  (مغلق بالنسبة للفرق). 

3  .B ∈ F      A,B   ∈  F               A   (مغلق بالنسبة للفرق التناظري ). 

F     . 4   .مغلق النسبة للاتحاد المنتهي 

F     . 5  .مغلق بالنسبة للتقاطع المنتهي 

 تقاطع الجبور هو جبر.  .  6
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 فإنه بالإضافة للنتائج السابقة نجد أن :  Ωحبراً تاماً على   F) إذا كانت 2

F   .  مغلق بالنسبة للتقاطع المعدود. 1

 كل جبر تام هو جبر والعكس غیر صحیح.   .2

 كل جبر منته هو جبر تام.3 .   

 تقاطع الجبور التامة هو جبر تام.  . 4

 σ ) (𝐹، فإنه یوجد جبر (جبر تام): Ωصفا غیر خال من أجزاء   Fإذا كان )3
 .  Fو محتوى في أي جبر (جبر تام) یحوي    Fیحوي 

(أو الجبر التام   F هو الجبر الذي یولدهσ )Fالجبر ( الجبر التام)  ( إن :تعریف
 ) .𝐹الذي یولده 

یدعى جبر   Rإن الجبر التام الذي یولده صف المجالات المحدودة على  تعریف:
. تدعى مجموعة بوریلیة 𝑅1وكل مجموعة منتمیة إلى  𝑅1بوریل ونرمز له بـ 

 . 𝑅𝑛و مجموعاتها البوریلیة ونرمز له بـ   𝑅nنعرف جبر بوریل  نفسهاوبالطریقة 

 ملاحظة :
لأن الدراسات العددیة فیها ؛ ظریة الاحتمالات نجبر بوریل دوراً أساسیاً في  ؤدّيی

 المجالات أساساً لها.تستخدم 

 لة :أمث
- P = (Ω)  هو جبر وجبر تام علىΩ  . 
- F = { Ø, Ω}   هو جبر وجبر تام علىΩ         
 .Ωلیست جبراً ولا جبراً  تاماً على  Rالمجالات المفتوحة من  -
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Ω     إذا كانت :  - =  وأخذنا الصف : {1,2,3,4}

F = {Ø , {1}, {4}, {2,3}, {1,4}, {1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,3,4}}  

Ω  هو جبر تام على  الشروط الأربعة في التعریفلأنه یحققF .  

 :تعریف

 جبراً تاماً من أجزائها فإن الثنائیة  Fمجموعة غیر خالیة و   Ωإذا كانت 
), FΩ ًوندعو كل عنصر من عناصر قیوساً  ) تدعى فضاء .F .مجموعة قیوسة 

 .مجموعات قیوسة Ω ,  Øإن  نتیجة:
F  نقول عن دالة، قیوساً  فضاءً  )FΩ ,( لیكن تعریف: → 𝑅+���� :μ :  ِنها تمثل إ

 :أتيإذا حققت ما ی Fقیاساً على 
1) μ (Ø)= 0 
2)  ∀𝐴1, 𝐴2 … … . . 𝐴𝑖  ∈ 𝑭  ;  ∀𝒊 ≠ 𝑗: 𝐴𝑖 ∩  𝐴𝑗  = 𝛷𝛷 ∶
           μ( ⋃ 𝑨𝒊

∞ 
i=1 ) = ∑ µ(𝐴𝑖)∞

i=1  

 .μ) بفضاء القیاس μ,   F  ،Ωندعو الثلاثیة ( تعریف:

 جبر الأحداث: 1.3. 5

منهیة أو  Ωمجموعة نتائج تجربة مفروضة وكانت  Ω:  إذا كانت  ) تعریف1
 تدعى حدثاً متعلقاً بهذه التجربة. Ωمن   Bمعدودة. فإن أي مجموعة جزئیة 

وهي كما نعلم 𝑃 (Ω) إن مجموعة الأحداث المتعلقة بالتجربة تكون  ) نتیجة:2
 جبر تام مغلقة جبریاً بالنسبة للعملیات المنطقیة المنتهیة أو المعدودة.
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غیر منتهیة وغیر معدودة فإننا تقبل الأحداث  Ωإذا كانت  حالة عامة:) 3
 ،ونسمیه جبر الأحداث،  Fونرمز له بـ  Ωالمتعلقة بالتجربة تشكل جبراً تاماً على 

.ولیس من الضروري أن یساوي  𝑃 �Ω� 

  Aمجموعة نتائج تجربة عشوائیة فإن قولنا  Ωمن أجل  مسلمات احتمالیة:) 4
∋  Aقولنا إن  یكافئ Ωحدث متعلق بالتجربة  𝐹   حیثF  جبر الأحداث على

Ω. 

∋ Aوكذلك من أجل  F  ) : یكون لدیناω ∈ A  ⇐   الحدثA   قد وقع ) وقولنا
)ω ∉ A  ⇐  الحدثA  .(لم یقع 

وتدعى بالأحداث  ، هي أحداث Ωونذكر بأن المجموعات الجزئیة الأحادیة من 
 الابتدائیة.

لأن  ؛یعطي أحداثاإن تطبیق العملیات المنطقیة على جبر الأحداث  نتیجة:) 5
 والجبر التام مغلق بالنسبة للعملیات المنطقیة.، جبر الأحداث هو جبر تام 

 . )FΩ,بعض الحوادث الشهیرة: لیكن لدینا الفضاء المقیس () 6

 حداث الشهیرة هي:الأ  

 .Ωوهو  الحدث الأكید: -

 .Ø: وهو الحدث المستحیل -

∪ A  فإن F من  A,B من أجل أي حدثین اتحاد الأحداث: - 𝐵 ∈ 𝐹   ) لأن𝐹 
∪ A) و  جبر تام 𝐵. 
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 على الأقل.  B أو   Aعندئذ هو حدث یقع إذا وقع أحد الحدثین 

,𝐴1ومن أجل متتالیة معدودة من الأحداث  𝐴2 … . . 𝐴𝑛  من F : فإن 

⋃ Ai𝑖≥1  ∈ 𝐹  لأن)𝐹    جبر تام ) ومنه⋃ Ai𝑖≥1  هو حدث یقع إذا وقع أحد
≤ Ai ,  iالأحداث   على الأقل.  1

∩ A فإن 𝐹 من  A,Bمن أجل  تقاطع الأحداث: - 𝐵 ∈ 𝐹  )لأن 𝐹  جبر فهو
∩ Aومنه ، مغلق بالنسبة للتقاطع المنتهي)  𝐵  هو حدث یقع إذا وقعA و B 

 وبآن واحد . معاً 

 فإن i≥1(𝐴𝑖)وكذلك من أجل متتالیة معدودة من الأحداث  

 ∈ 𝐹   ⋂   Ai𝑖≥1 (لأن كل جبر تام فهو مغلق بالنسبة للتقاطع المعدود ) . مِنْ و
⋂  ثَمَّ    Ai𝑖≥1  هو حدث یقع إذا وقعت الأحداث(𝐴i)i≥1  . معاً بآن واحد 

نهما متنافیان إذا كان : إِ  𝐹من  A,Bنقول عن الحدثین الأحداث المتنافیة:  -
A ∩ 𝐵 = Ø  .(أي لا یمكن وقوعهما بآن واحد ) 

  i≥1(𝐴𝑖)والمتنافیة مثنى مثنى   𝐹من أجل متتالیة من الأحداث من  :نتیجة -
 أي:

∀𝑖,𝑗   ∶ i ≠ j ∶   Ai ∩   Ai =  Φ ; i; j = 1 ,2 , … ..  
|⋃ 𝐴𝑖𝑖≥1 | = |𝑨𝟏| + |𝑨𝟐𝟐| + … … … + |𝑨𝒏| + ⋯ ..  

∋فإن   Fمن  A,Bمن أجل فرق حدثین :  - F    A-B لأن )F   ( ومِنْ ثمََّ  جبر
A-B  هو حدث یقع إذا وقعA  ولم یقعB  ن إِ أيA-B  = A ∩ �́�   . 
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Àفإن Fمن   Aمن أجل  الأحداث المتعاكسة: - ∈ F    حیثÀ   یدعى بالحدث
ومنه   Aیقع إذا لم یقع   Àو  Ωبالنسبة لـ  Aأو الحدث المتمم لـ   Aالمعاكس لـ 

Ø   =A ∩ Á أي أن A  ،Á . حدثان متنافیان 

⊇Aو  𝐹من  A,Bمن أجل الاحتواء:  - 𝐵    فهذا یعني أنه إذا وقعA یقع 𝐵، 
 ولكن العكس لیس من الضروري أن یكون صحیحاً.

 نتائج: -

 في أي تجربة یتنافى مع كل حدث آخر. Øالحدث المستحیل  .1

 الأحداث الابتدائیة في تجربة هي أحداث نافیة لبعضها بعضاً لدى اختلافها. .2

 ثبات):( بدون إ:) 1.3مبرهنة (
مؤلف من عدد منته من العناصر یمكن وضعه كل حدث من جبر الأحداث 

 بشكل وحید كاتحاد لأحداث الابتدائیة.

 ثبات):إ( بدون  ): 2.3مبرهنة (
 .2عدد الحوادث من جبر أحداث منته هو دوماً من شكل قوى للعدد 

 التعاریف الأساسیة للاحتمال:  6.1.3

 :التعریف التقلیدي للاحتمال1.6.1.3 

 ن :إِ إذا كنا حیال تجربة مجموعة نتائجها منتهیة أي 
 = { 𝑤1, 𝑤2 … . , 𝑤𝑛}Ω  فیكون عندئذ ،F = 𝑃(Ω)   هو جبر الأحداث، وإذا

لترجیح وقوع حدث ابتدائي على وقوع حدث ابتدائي آخر  سوِّغكنا لا نملك أي م
 : لآتيوبالشكل ا  Aباحتمال وقوع الحدث   )∋ 𝐹 Aحیث ( 𝑃(A)فإننا نعرف 
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𝑃(𝐴) = |𝐴|
�Ω�

=  
𝑨 عدد  عناصر 

𝑨Ω عدد  عناصر 
  

|A|فمن أجل     = K    :حیثn   K 𝑃(𝐴)      أن : نجد    ≥ = 𝐾
𝑛

   

 

 التعریف الإحصائي للاحتمال : 2.6.1.3

مرة   nفضاء عینة لتجربة عشوائیة ، ولنفترض أننا كررنا هذه التجربة  Ωلتكن 
  n(A)وكان ، حدثاً متعلقاً بهذه التجربة  Aكبیرة كبراً كافیاً). ولیكن   n(حیث 

𝑉n(A) = 𝑛(𝐴)، ولیكن   Aعدد المرات التي یقع بها الحدث 
𝑛

یمثل التكرار   
,𝑉n(A)....𝑉1(A). فإن المتتالیة  A النسبي لوقوع الحدث 𝑉2(A)   تخضع لنوع

كبیرة كبراً كافیاً ، ستتراكم التكرارات   nإنه من أجل  إذمن الانتظام الإحصائي 
  أي A حول عدد ثابت سندعوه تقریباً باحتمال وقوع الحادثة  𝑉n(A)النسبیة 
𝑉n(A) 𝑃(𝐴) ≈. 

 التعریف الریاضي للاحتمال (تعریف كولموغوروف):3.6.1.3 

جبر الأحداث المعرف علیها  Fتمثل مجموعة نتائج تجربة عشوائیة و  Ωلتكن 
 ولتعرف الدالة:

  𝑃: 𝐹 → 𝑅  یأتيكما: 

𝑃(𝐴) ≥ 0      .1   :∀  𝐴 ∈ 𝐹 

𝑃(𝛺𝛺) = 1      .2   

 :  𝐹من أجل متتالیة معدودة من الحوادث المتنافیة مثنى مثنى من    .3
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 .... 𝐴1, 𝐴2 … . , 𝐴𝑛 :یكون  = ∑ 𝑃(𝐴𝑛)  𝑛≥1 𝑃[⋃ 𝐴𝑛𝑛≥1 ] 

هو  P(A)ویكون  ، بأنه دالة احتمالیة أو احتمال بشكل مختزل  𝑃عندئذ ندعو
. وهذا التعریف یدعى بتعریف   Ωفي Fمن  A احتمال وقوع الحادث
 كولموغوروف للاحتمال.

 تعریف: 
,Ωندعو الثلاثیة ( F, P(   إذبالفضاء الاحتمالي Ω  تمثل فضاء العینة وF  جبر
 .كولموغوروفقیاس احتمال معرف حسب  Pو  Ωالأحداث على 

إذا كانت مجموعة الأحداث  ،المنفصلوندعو هذا الفضاء بالفضاء الاحتمالي 
الابتدائیة للتجربة فیه منتهیة أو معدودة. ویكون فضاء مستمراً إذا كانت مجموعة 

 الابتدائیة في فضاء العینة غیر منتهیة وغیر معدودة. ثالأحدا

 أمثلة محلولة: 34.6.1.

 Cفإذا كان احتمال فوز  A, B, Cیتسابق في الجري ثلاثة أشخاص  ) :7.3مثال (
. Bهو ثلاثة أضعاف احتمال فوز  Aواحتمال فوز ، ) Aهو ضعف احتمال فوز(

بأن  علماً  Cأو  Bثم عین احتمال فوز ، عین احتمال فوز كل منهم  والمطلوب:
 فقط. واحداً  هناك فائزاً 

هو  Cواحتمال فوز   3Kهو  Aفاحتمال فوز   K یمثل Bلیكن احتمال فوز  الحل:
2(3K)  ، 6أيK  وبما أنA, B, C ـتشكل تجزئة ل Ω :فإن 

𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐶) = 𝑃(Ω)
 

⇒ 3𝐾 + 𝐾 + 6𝐾 = 1
 

⇒ 10𝐾 = 1 
 

⇒ 𝐾 = 1
10

  

𝑃(𝐴)   ومنه: = 3𝑘 = 3
10 

; 𝑃(𝐵) = 𝐾 = 1
10

 ; 𝑃(𝐶) = 6𝐾 = 6
10

 

 أي: Cأو  Bویكون احتمال فوز 
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𝑃(𝐵 ∪ 𝐶) = 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐶) =  1
10

+ 6
10

= 7
10

  

 ).اً واحد اً لدینا فائز  لأنَّ متنافیان  B, C(لأن 

 

 ): 8.3مثال (

واثنتان منها  R1, R2 ـنرمز لها ب، بذور، اثنتان منها تنتجان زهوراً حمراء  5لدینا 
 ،وواحدة منها تنتج زهوراً صفراء،  W1, W2 ـونرمز لها ب، تنتجان زهوراً بیضاء 

منها عشوائیاً بذرتین. فما احتمال خلطنا هذه البذور جیداً واخترنا  .y ـونرمز لها ب
 تنتجا زهوراً من لونین مختلفین.  وما احتمال أنْ ، زهوراً من اللون نفسه  اأن تنتج

  الحل:

 :تيیمكننا تمثیل نتائج هذه التجربة بالشكل الآ

Y W2 W1 R2 R1  

R1 Y R1 W2 R1 W1 R1 R2 _ R1 

R2 Y R2 W2 R2 W1 _ R2 R1 R2 

W1 Y W1 W2 _ W1 R2 W1 R1 W1 

W2 Y _ W2 W1 W2 R2 W2 R1 W2 

_ Y W2 Y W1 Y R2 Y R1 Y 

 Ω| = 20|العینة (مجموعة نتائج التجربة )   ءیلحظ أن مقدار فضا
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 حادثة الحصول على زهور من اللون نفسه  Aولیكن 

𝑃(𝐴) = |𝐴|
|Ω|

= 4
20

= 0.2  

 حادثة الحصول على زهور من لونین مختلفین Bولیكن 

𝑃(𝐵) = |𝐵|
|Ω|

= 16
20

= 0.8  

 . P(B) = 1 – P(A) = 1 - 0.2 =0.8  أو    

 الخصائص الرئیسیة العامة للاحتمال:7.1.3 

ولنفرض أن جمیع  ،) فضاء احتمالیاً F,PΩ,لیكن ( خصائص مباشرة: 1.
 ):Fالمجموعات الواردة هي أحداث (عناصر من 

A ∈F ,  B          ،Ω  =Aمن أجل أي  ∪ Á  :لدینا 

B = B ∩ Ω = B ∩ �A ∪  Á� = (B ∩ A) ∪ (B ∩ Á)   وهما حدثان )
 :)عندئذ  متنافیان

 ): 1خاصة (

 
⇒ 𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑃(�́� ∩ 𝐵)  

Bوبالمثل من أجل  ∪ B ́ = Ω 

∩P(A)=P(A               ):2خاصة ( B) + P(A ∩ B )́  

Ω وبوضع  = B  ) نجد:1في الخاصة ( 
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P(Ω) = P(A ∩ Ω) + P�Á ∩ Ω�
  

⇒  1 = P(A) + P(Á)  

 :  )3خاصة (

P(A) + P(Á)=1  ;   P(A) = 1 − P(A)́    
 

⇒ 

𝐴) بوضع  3وفي الخاصة ( =  نجد:  ∅

 ):  4خاصة(

  𝑃(∅) = 0            
 

⇒     𝑃(∅) + 𝑃(Ω) = 1 
 

⇒     𝑃(∅) + 1 = 1 

Aوإذا كان  ⊆ B   ) تصبح من الشكل:1فإن الخاصة ( 

 ): 5( خاصة

P(B) = P(A ∩ B) + P(Á ∩ B) = P(A) + P(B\A) ⇒́   

P(B − A) = P(B) − P(A)  

P(B)):          6خاصة ( ≥ P(A)   

⊇ ∅ومن أجل أي    A ⊆  Ω  ) نجد:6وحسب الخاصة ( 

       ):7(خاصة 

           0 ≤ P(A) ≤ 1      P(∅) ≤ P(A) ≤ P(Ω)
 

⇒ 

وحسب  Fمن  ..…A1,A2,……….,Anومن أجل متتالیة معدودة من الحوادث 
 دومرغان:
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(⋃ Aii≥ )′ = ⋂ Aı́i≥1  

 ):3نجد من الخاصة (

       :) 8خاصة (

                                     P(⋃ Aii≥1 ) = 1 − P(⋃ Aii≥1 )′  
 

⇒ 

𝐴وكان   Fمن A, Bومن أجل أي حادثتین  ∩ 𝐵 ≠ (غیر متنافیتین)    ∅ 
 وكون:

𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐴 ∪ [𝐵\(𝐴 ∩ 𝐵)]
 

⇒ 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃[𝐵\(𝐴 ∩ 𝐵)]  

A وكون  ∩ B ⊆ B ) نجد:5فحسب الخاصة ( 

P(A)    9خاصة ( ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B)  

 ): 9.3مثال (

وبمعرفة أنه لا یمكن لحجرین أن یعطیا القیمة العددیة  ،قذفنا ثلاثة أحجار نرد
 عین احتمال الحصول على الوجه واحد. ،نفسها

 الحل:

 حادثة الحصول على الوجه واحد. Aلتكن 

 حادثة عدم الحصول على الوجه واحد من أي حجر. 'Aفتكون 

=5×4×3=60  |A|         ;       |Ω|=6×5×4=120 

P(⋃ Aii≥1 ) = 1 − P �⋂ Aı́i≥1 �  
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𝑃(𝐴) = 1 − 𝑃��́�� = 1 − 60
120

= 0.5  

 

 

 ):10.3مثال ( 

 ،فبعد أن رفض طلبه في جمیع الكلیات في بلده ،یرغب طالب في دراسة الطب
بقصد تحصیل  ،وذلك بمساعدة مؤسستین للمراسلة ، لجأ للمراسلة مع دول خارجیة

فإذا كان احتمال أن یحصل على  y, xوهي  ، قبول في إحدى الدول عن طریقها
هو  yواحتمال أن یحصل على قبول عن طریق  ،)0.7هو ( xقبول عن طریق 

من أن إحدى المؤسستین سوف لا تحصل له قبولا. عین  %75وبشك  ،)0.4(
 احتمال حصوله على قبول من إحدى المؤسستین.

 الحل:

  xحادثة حصول الطالب على قبول عن طریق المؤسسة  Aلتكن الحادثة 

 .yحادثة حصول الطالب على قبول عن طریق المؤسسة  Bولتكن الحادثة 

P(A)=0.7      ،P(B)=0.4            ،𝑃�Áولدینا :  ∪ B́� = 0.75 

Aوالحادث المطلوب  ∪ B   حیثA, B  فعندئذ: ،غیر متنافیین 

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B)  

= P(A) + P(B) − [1 − P(A ∩ B)′]  

= P(A) + P(B) − 1 + P(A′ ∪ B′)  
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= 0.7 + 0.4 − 1 + 0.75  = 0.85  

 
 عدة حوادث:تعمیم حساب احتمال اتحاد  •

 یكون: F  غیر متنافیة من  A1, A2,A3حوادث  ثمن أجل ثلا
P[A1 ∪ A2 ∪ A3] = P(A1) + P(A2) + P(A3) −P(A1 ∩ A2) 

                 −P(A1 ∩ A3) − P(A2 ∩ A3) + P(A1 ∩ A2 ∩ A3)  

 ): 11.3مثال (

ن م  %60مؤسسة تجاریة تستخدم عمالاً من المدینة ومن خارجها. فإذا كان
من العمال من المدینة، وواحد من العمال من كل أربعة  %30و  العمال إناثاً 

من خارج المدینة  عمال هو من الذكور ومن المدینة. عین نسبة الإناث العاملات
 في هذه المؤسسة.

 الحل :

P(F)فیكون  ، الإناثحادثة كون العمال  Fلیكن  = 0.60 . 

 حادثة كون العمال من الذكور، فیكون Mولیكن 

 P(M) = 1 − P(F) = 0.40  . 

P(C)حادثة كون العمال من المدینة، فیكون  Cولیكن  = 0.30  . 

 حادثة كون العمال من خارج المدینة، فیكون Bولیكن 

 P(B) = 1 − P(C) = 0.70  . 

71 
 



Ćكون  = B 

P(Mولدینا  ∩ C) = P(Fوالمطلوب حساب   0.25 ∩ B ) ؟ 

P(F) = P(F ∩ C) + P(F ∩ B) 
 

⇒  

P(F ∩ B) = P(F) − P(F ∩ C)  

         = P(F) − [P(C) − P(M ∩ C)]  

        = P(F) − P(C) + P(M ∩ C)   

        = 0.60 − 0.30 + 0.25 = 0.55  
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